
 

 

1 

2.1     ΟΙ ΠΡΑΞΕΙΣ & ΟΙ Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ ΤΟΥΣ 
 

ΘΕΩΡΙΑ 

1. 
Ιδιότητες  των  πράξεων 

(α = β   και   γ = δ)    ⇒      α + γ = β + δ 

(α = β   και   γ = δ)    ⇒     αγ = βδ 

α = β    ⇔    α + γ = β + γ 

Αν  γ≠ 0,   τότε :       α = β   ⇔   αγ = βγ 

αβ = 0    ⇔     α = 0  ή   β = 0 
 
 
2. 
Ιδιότητες  των  δυνάµεων 

κα λα  = κ+λα                  
κ

λ

α
α

= κ−λα  

κα κβ = ( )καβ                 
κ

κ

α
β

= 
κ

 α
 β 

 

( )λκα = κλα  

 
 
3. 
Οι  ταυτότητες 
Μια για πάντα  µάθε  τις  ταυτότητες   

( )2α +β  = 2 22α + αβ+β  

( )2α−β  = 2 22α − αβ+β  

( )( )α+β α −β  = 2 2α −β        

( )3α +β  = 3 2 2 33 3α + α β+ αβ +β  

( )3α −β  = 3 2 2 33 3α − α β+ αβ −β  

3 3α +β  = ( )( )2 2α +β α −αβ+β  

3 3α −β  = ( )( )2 2α−β α +αβ+β  

2( )α +β+ γ =  2α + 2β + 2γ + 2αβ+ 2βγ + 2γα  

 

Στα Μαθηµατικά , 
αν κάτι δε θυµόµαστε σωστά  
είναι σα να µη το γνωρίζουµε 
καθόλου 
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Μάθε  τις  ταυτότητες  και  αντίστροφα. 

( )222 2 β+α=β+αβ+α                                Τέλειο τετράγωνο 

( )22 22α − αβ +β = α −β                                    »               »                   

( )( )2 2α −β = α +β α −β                                Από άθροισµα σε γινόµενο 

( )33 2 2 33 3α + α β + αβ +β = α +β                    »                    » 

( )33 2 2 33 3α − α β+ αβ −β = α −β                        »                    » 

( )( )2 2 3 3α+β α −αβ+β = α +β                 Από γινόµενο σε άθροισµα 

( )( )2 2 3 3α−β α +αβ+β = α −β  

2α + 2β + 2γ + 2αβ+ 2βγ + 2γα  = 2( )α +β+ γ  

 
 
4. 
Μέθοδοι απόδειξης  ισότητας ή ανισότητας 

i)     Ευθεία απόδειξη :                            Ξεκινάµε µε µια υπόθεση  και µε  
                                                                  συνεπαγωγές φθάνουµε  στο αποδεικτέο. 

ii)    Με ισοδυναµίες :                             Ξεκινάµε µε το αποδεικτέο  και µε    
                                                                  ισοδυναµίες φθάνουµε  σε κάτι που ισχύει 

iii)   Αντίστροφη  ευθεία απόδειξη :      Ξεκινάµε µε το αποδεικτέο  και µε  « αρκεί 
                                                                  να αποδείξω »   φθάνουµε σε κάτι που  
                                                                  ισχύει. 

iv)  Απαγωγή σε άτοπο :                         Αρνούµεθα το αποδεικτέο  και µε  
                                                                  συνεπαγωγές φθάνουµε σε άτοπο ( κάτι που 
                                                                  δεν ισχύει ) 
  
 
5. 
Μέθοδοι απόδειξης  ισοδυναµίας  δύο  προτάσεων 
i)     Με ισοδυναµίες :                    Ξεκινάµε µε τη µια  πρόταση και µε ισοδυναµίες  
                                                         φθάνουµε  στην άλλη. 
ii)    Με ευθύ και αντίστροφο :      Ευθύ.  Θεωρούµε υπόθεση  τη µία πρόταση και  
                                                                      µε συνεπαγωγές φθάνουµε στην άλλη. 
                                                          Αντίστροφο.    Θεωρούµε υπόθεση  την άλλη 
                                                                                    πρόταση και µε συνεπαγωγές  
                                                                                    φθάνουµε στην πρώτη 
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ΣΧΟΛΙΑ  ΣΤΗ  ΘΕΩΡΙΑ 
 
1.  
Συγκεκριµένος  αριθµός χωρίς πρόσηµο    

σηµαίνει ότι είναι θετικός ,  δηλαδή έχει πρόσηµο  +. 

4 = + 4 ,           2
3

 = + 2
3

,            2  =  + 2  

 

2. 
Τυχαίος  αριθµός   α   χωρίς πρόσηµο   

∆ε σηµαίνει ότι είναι θετικός , αφού µπορεί να έχει µέσα του το   « – » 

Ακόµη και αν γράψουµε    + α ,   δε σηµαίνει ότι ο   α    είναι θετικός . 

 

3. 
Οι δύο σηµασίες του συµβόλου   « + »     

i)     Μπροστά  από αριθµό σηµαίνει ότι ο αριθµός είναι θετικός  

        + 2 ,        + 1
3

 ,        + 5      

ii)    Μεταξύ δύο αριθµών  σηµαίνει  την πράξη της πρόσθεσης 

       5 + 2 ,          –5 + 2 ,          5 + (–2) ,          –5 + (–2) 

 

4. 
Οι δύο σηµασίες του συµβόλου     « – »     
i)     Μπροστά  από αριθµό σηµαίνει ότι ο αριθµός είναι  αρνητικός 

         –2 ,        – 1
3

 ,        – 5      

ii)    Μεταξύ δύο αριθµών  σηµαίνει  την πράξη της αφαίρεσης 

       5 – 2 ,          –5 – 2 ,          5 – (–2) ,          –5 – (–2) 
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5. 
Η πράξη της πρόσθεσης 

i)     Πρόσθεση οµοσήµων 

       (+3) + (+5)  =  + 8 = 8 

       3 + 5 = 8 

       (–3) + (–5)  =  – 8 

        
ii)   Πρόσθεση ετεροσήµων 

       (–3) + (+ 5)  =  + 2 = 2 

       –3 + (+ 5)  =  + 2  = 2 

       –3 + 5  =  + 2  =  2 

        3 + (–5)  =  – 2 

       
 
6. 
Η πράξη της αφαίρεσης 

7 – 2  = 5    (προφανές) 

( )5 6 5 6 1− = + − = −  

( )5 6 5 6 11− − = + =  

 
 
7. 
Η επιµεριστική ιδιότητα  αντίστροφα      

Μας δίνει κοινό παράγοντα :   α⋅β + α⋅γ = α⋅( β + γ) 

2 x + 2 y = 2 ( x + y ) 

– 4α – 4β = – 4(α + β) 

 4α – 4β =  4(α – β) 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

Θέτουµε το πρόσηµο  
του µεγαλύτερου και 
αφαιρούµε τους  
αριθµούς 

Θέτουµε το κοινό 
πρόσηµό τους και 
προσθέτουµε  τους  
αριθµούς 

Αν το αποτέλεσµα δεν 
είναι προφανές, 
µετατρέπουµε την 
αφαίρεση σε 
πρόσθεση αλλάζοντας 
το πρόσηµο του 
δεύτερου αριθµού. 
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8. 
Ένα  λάθος 
αβ = αγ    β = γ⇒     (Πρέπει να είναι  α 0≠ ).  
  
Για το σωστό :      1ος   τρόπος 

                               αβ = αγ   ⇔   αβ – αγ = 0                  

                                                      α(β – γ) = 0                  

                                                      α = 0   ή   β – γ = 0     ⇔     α = 0   ή    β = γ 

 
                               2ος    τρόπος      (∆ιερεύνηση) 
                              αβ = αγ   ⇔   αβ – αγ = 0                  

                                                      α(β – γ) = 0        (1) 
 
                             •       Όταν    α≠ 0 ,    η   (1)    γίνεται    β – γ = 0  

                                                                                             β = γ 

                             •       Όταν    α = 0 ,    η   (1)    αληθεύει  για κάθε  β ,  γ . 

 

9. 
Ισχύουν οι ισοδυναµίες 

i)   0    0   ή   0   ή   0αβγ = ⇔ α = β = γ =  

      Π.χ     ( ) ( )x x 2 x 3 0− + =    ⇔    x 0=    ή   x 2 0− =    ή   x 3 0+ =     ⇔  

                                                              x 0=    ή   x 2=          ή   x 3= −  

 
ii)  0  αβγ ≠   ⇔    α ≠ 0   και  0β ≠    και   0γ ≠  

      Π.χ      ( ) ( )x 1 x x 1 0+ − ≠      ⇔     x 1 0+ ≠   και   x 0≠    και   x 1 0− ≠  

                                                     ⇔     x 1≠ −     και   x 0≠    και   x 1≠  

 

10. 
Η διαίρεση µε το  0  είναι αδύνατη. 

Επειδή κάθε κλάσµα δηλώνει διαίρεση ,  υποχρεώνουµε κάθε παρανοµαστή  

να είναι ≠ 0,   ώστε το κλάσµα να έχει νόηµα πραγµατικού αριθµού . 

Π.χ       Για ποιες τιµές του  x  η  παράσταση   Π = 3x 1
x 2
−
−

   έχει νόηµα  

            πραγµατικού αριθµού; 

            Απάντηση :     Πρέπει   x – 2 ≠ 0     ⇔      x ≠  2 
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 ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

1. 
Ποιοι από τους παρακάτω αριθµούς είναι θετικοί και ποιοι αρνητικοί ; 

4 ,     + 4 ,      –5 ,       + (–5) ,       – (–5) ,      0 ,      α ,    – β 

Λύση 

Θετικοί είναι  οι      4 ,      + 4 ,       – (–5) 

Αρνητικοί είναι  οι     –5 ,       + (–5) 

Ας σηµειώσουµε ότι :     Ο    0   δεν είναι ούτε θετικός  ούτε αρνητικός 

                                        Καθένας από τους    α ,   – β   µπορεί να είναι θετικός ,   

                                                                                        µπορεί αρνητικός ,   

                                                                                        µπορεί  0 

 

2. 
Να γίνουν οι πράξεις    –2[x + 3(x – y) + 1]  

Λύση 

–2[x + 3(x – y) + 1]  =  –2[x + 3x – 3y + 1]   

                                 =  –2[4x – 3y + 1]   

                                 =  –8x + 6y – 2  

 

3. 
Να γίνουν οι πράξεις    –2[x + 3(x – y) + 1] – 2(x + y – 1) 

Λύση 

–2[x + 3(x – y) + 1] – 2(x + y – 1)  =  2[x + 3x – 3y + 1] – 2x – 2y + 2 

                                                        =  –2[4x – 3y + 1] – 2x – 2y + 2 

                                                        =  –8x + 6y – 2 – 2x – 2y + 2 

                                                        =  –10x + 4y 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

Από παρενθέσεις  
σε αγκύλες 

Από παρενθέσεις  
σε αγκύλες 

Σχόλια  2,  3 
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4. 
Να γίνουν οι πράξεις    –2[4[–3(x + 2y) + 1] – [2(x + y) + 3]] 
Λύση 

–2[4[–3(x + 2y) + 1] – [2(x + y) + 3]]  =  –2[4[–3x – 6y + 1] – [2x + 2y + 3]] 

                                                               =  –2[–12x – 24y + 4 – 2x – 2y – 3] 

                                                               =  –2[–14x – 26y +1] 

                                                               =  28x + 52y – 2 

 

5. 
Να γίνουν οι πράξεις    (α + β)(x + y) 

Λύση 

(α + β)(x + y) = (α + β)x + (α + β)y = αx + βx + αy + βy 

 

 
6. 
Να γίνει γινόµενο η παράσταση     αx + βx + αy + βy 

Λύση 

αx + βx + αy + βy  =  (αx + βx) + (αy + βy)  

                              =  (α + β)x + (α + β)y 

                              =  (α + β)(x + y) 

 

7. 
Να γίνει γινόµενο η παράσταση     2αx –2αy – 3βx  + 3βy 

Λύση 

2αx –2αy – 3βx  + 3βy  =  (2αx – 2αy) – (3βx – 3βy)   

                                       =  2α(x – y) – 3β(x – y)  

                                       =  (x – y) (2α – 3β) 

 

 
 
 
 
 
 

Από παρενθέσεις  
σε αγκύλες 

Επιµεριστική 

Επιµεριστική 
αντίστροφα 

Επιµεριστική 
αντίστροφα 
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8. 
Να συµπληρώσετε τις ισοδυναµίες    

i)      αβ = 0     ⇔  

ii)     αβ≠ 0     ⇔  

Λύση 

i)      αβ = 0     ⇔      α = 0       ή     β = 0 

ii)     αβ≠ 0     ⇔      α ≠ 0     και    β≠ 0     
  
 

9. 
Αν   αx – βx + αy – βy = 0    και   α≠ β ,  να αποδείξετε ότι   x = – y 

Λύση 

αx – βx + αy – βy = 0    ⇔    (αx – βx) + (αy – βy) = 0   

                                               x(α – β) + y(α – β) = 0    

                                               x(α – β) = – y(α – β)  

                                               x = – y    

 

10. 

Να βρείτε για ποιες τιµές του  x  η  παράσταση     Π = 1 + 3x
2x 10−

   έχει νόηµα 

πραγµατικού αριθµού. 
Λύση 

Πρέπει   2x – 10 ≠ 0     ⇔     2x ≠ 10     ⇔      x≠ 5 
 
 
 
11. 

Αν   2x – y = 5y + 4x    και   y≠ 0 ,   να υπολογίσετε το λόγο   x
y

 

Λύση 

2x – y = 5y + 4x    ⇔     –2x = 6y    ⇔    x = –3y     ⇔     x
y

 = –3 

 

 
 
 
 
 
 

Ιδιότητες της 
θεωρίας 

α≠ β   ⇒   α – β ≠ 0, 
οπότε διαιρούµε τα 
δύο µέλη µε  α – β 
 

Σχόλιo  10 
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12. 

Αν   
2x 3y
x y
+
−

 = –2    και   y≠ 0 ,   να υπολογίσετε το λόγο  x
y

 

Λύση 

Περιορισµός :      x – y ≠ 0     ⇔     x≠ y 

2x 3y
x y
+
−

 = –2      ⇔     2x + 3y = –2(x – y)      

                                      2x + 3y = –2x + 2y        

                                      4x = –y          ⇔      x
y

 = –1
4

 

 

13.    
Να εκτελεστούν οι πράξεις 

α)  ( )2x 1+                                β)   ( )2x 1−                              γ)   ( )2x 1− +  

Λύση 

α)  ( )2x 1+ = 2x + 2x + 1                             

β)   ( )2x 1− = 2x – 2x + 1   

γ)   ( )2x 1− +  =  ( )21 x− = 21 2x x− +                                                       

 
 
 
14.    
Να εκτελεστούν οι πράξεις 

α)  ( )2x 1− −                               β)   ( )23x 1+                            γ)  ( )23x 2−  

Λύση 

α)     ( )2x 1− − =  ( ) 2
1 x− +   =  ( )21 x+ =  1 + 2x + 2x  

β)     ( )23x 1+  =  ( )23x + 2. 3x. 1 + 1 =  9 2x + 6x + 1 

γ)     ( )23x 2−  =   ( )23x – 2⋅3x⋅2 + 22  =   9 2x – 12x + 4   
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15.    
Να εκτελεστούν οι πράξεις 

α)  ( )23 1+                             β)   ( )23 1−                        γ)   ( )2α + β  

Λύση 

α)     ( )23 1+ =  ( 3 2)  + 2 3 ⋅1 + 1  =  3 + 2 3  + 1  =  4 + 2 3  

β)     ( )23 1− =  ( 3 2) – 2 3 ⋅1 + 1  =  3 – 2 3  + 1  =  4 – 2 3  

γ)     ( )2α + β =  ( α 2) + 2 α β + ( β 2)  =  α  + 2 α β + β  

 

 
16.    
Να µετατραπούν σε γινόµενο οι παραστάσεις    

α)  2x 2x 1+ +           β)  2x 2x 1− +         γ)  29x 6x 1+ +           δ)  4 4 2 22α +β − α β  

Λύση 

α)    2x 2x 1+ +  = ( )2x 1+  

β)    2x 2x 1− +  = ( )2x 1−  

γ)    29x 6x 1+ +  = ( )2 23x 2 3x 1 1+ ⋅ ⋅ +  =  ( )23x 1+  

δ)  4 4 2 22α +β − α β  = ( )22α – 2 2α 2β  + ( )22β  = ( )22 2α −β  

 
 
17.    
Να εκτελεστούν οι πράξεις 

i)  ( )31α +                                    ii)  στ) ( )31α −          

Λύση 

i)   ( )31α +  =  3α  + 3 2α ⋅1 + 3α ⋅ 21  + 31   =  3α  + 3 2α  + 3α  + 1      

ii) ( )31α −  =  3α  – 3 2α ⋅1 + 3α ⋅ 21  – 31   =  3α  – 3 2α  + 3α  – 1      
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18.   
Να µετατραπούν σε γινόµενο οι παραστάσεις    

α)     2x 1−                            β)    2x 4−                            γ)     24x 9−  

δ)     3 23 3 1α + α + α +          ε)    3 23 3 1α − α + α −  

Λύση 

α)      2x 1 − = 2 2x 1− =  (x – 1)(x + 1) 

β)      2x 4 − =  2 2x 2− =  (x – 2)(x + 2) 

γ)      24x 9 − =  (2x 2) – 23   =  (2x – 3)(2x + 3) 

δ)     3 23 3 1α + α + α +  =  ( )31α +  

ε)     3 23 3 1α − α + α −  =  ( )31α −  

 

19.    
Να µετατραπούν σε γινόµενο οι παραστάσεις 

α)   3x 1+                      β)    3x 1−                    γ)   3x 8+  

δ)   3x 8−                      ε)     4 4x y−                   

Λύση 

α)   3x 1+  =  3 3x 1+  =  (x + 1)( 2x  – x + 1) 

β)   3x 1−  =  3 3x 1−  =  (x –  1)( 2x + x + 1) 

γ)   3x  8+  =  3 3x  2+   

                   =  (x + 2)(2x  –  x⋅2 + 22 )   

                   =  (x + 2)(2x  –  2x + 4)   

δ)   3x  8−  =  3 3x  2−   

                   =  (x –  2)(2x + x⋅2 + 22 )   

                   =  (x –  2)(2x + 2x + 4)   

ε)   4 4x y−  =  ( )22x –  ( )22y   

                   =  ( 2x –  2y )( 2x + 2y )  

                   =  (x – y)(x + y) (2x + 2y ) 
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20.    
Να εκτελεστούν οι πράξεις 
 i)   ( ) ( )x 1 x 1+ −                     ii)  ( )( )1 2x 1 2x+ −                    iii)  ( ) ( )x 3 x 3− − − +  

Λύση 

i)    ( ) ( )x 1 x 1+ −  = 2x – 1 

ii)   ( )( )1 2x 1 2x+ −  = 1 – (2x 2)  =  1 – 4 2x  

iii)  ( ) ( )x 3 x 3− − − +  =  (– x 2) – 23  =  2x – 9  

 

 
21.    
Να εκτελεστούν οι πράξεις 

i)    ( )2α +β− γ  

ii)   ( )22α − β+ γ  

Λύση 

i)    ( )2α +β− γ =  [α + β + (– γ) 2]   

                          =  2α + 2β + (–γ 2) + 2αβ+ 2 ( )β −γ + 2( )−γ α  

                          =  2α + 2β + 2γ + 2αβ – 2βγ – 2γα  

ii)   ( )22α − β+ γ =  [α + (–2β) + γ 2]  

                            =  2α + (–2 2)β + 2γ + 2 ( 2 )α − β + 2(–2 )β γ + 2γα  

                            =  2α + 4 2β + 2γ – 4αβ – 4βγ + 2γα  

 

 
                    


